
第2部
非ユークリッド幾何のモデルについて



第五公準

二直線と交わる一つの直線が同じ側に作る内

角の和は二直角より小さいならば、二直線をそ
の側に伸ばせばどこかで交わる。



第五公準と三角形の内角の和

三角形の内角の和は二直角に等しい。

↕ （同じ）

第五公準

（Saccheri）

三角形の内角の和が二直角にならないようなも
のができるのではないか。



問：直線とは何か？角度とは何か？



問：直線とは何か？角度とは何か？

答え：

二点を結ぶ曲線の中で最も長さが短いものを
直線という。

一点から出る二組の直線を角度という。



通常の距離について

ピュタゴラスの定理を用いれば、長さを求めら
れる。
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ユークリッド平面の計量

ピュタゴラスの定理を無限小で考えたもの

をEuclid計量と呼ぶ
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計量とは

計量を使うことにより、長さが決まる。

キチンと言うと計量を積分することによって長さ

が決まるので、計量は普段の生活のものさしに
あたるもの。

計量を変えると、直線が通常のまっすぐな線か
ら変わることを意味している。



ポアンカレ上半平面

複素数平面の の部分

これをポアンカレ上半平面という。

という計量をいれる。

H = 6x+ yi｜x実数，y 7> 0

z=x+iy0y 1>0
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ポアンカレ上半平面の直線

先ほどの計量を使うと直線は

１：ｘ軸に中心をもつ半円

２：ｘ軸に平行な直線
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ポアンカレ上半平面上の三角形

三角形は下の斜線部

三角形の内角の和＜二直角
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球面

半径1の球面は次のように表示する

参考：

半径を変えるとどこが変わるか、考えてみよう。

x=cos u cos v,  y=cos u sin v, z=sin v

　　　00(u<2p,  0(v 1<p

実は

　　　 2x + 2y + 2z =1

（高校生は確認してみよう！）



球面の計量

上記の表示式

を使うと

という計量がはいる。

参考：半径を変えるとどこが変わるか、考えて
みよう。

x=cos u cos v,  y=cos u sin v, z=sin v

　　　00(u<2p,  0(v 1<p

2
ds =

2
du +cos u 

2
dv



球面の直線と三角形

下の図の円が直線になる。

三角形の内角の和＞二直角



２つのモデルの違い

三角形の内角の和

ポアンカレ上半平面＜二直角

球面＞二直角

この違いは計量にある！



Gauss・Bonnetの定理

計量と内角の和を結びつける定理

Kは曲率と呼ばれる量（曲がり具合）、ｄSは体積要素

この定理は第五公準が平面の曲がり具合に関係して

いることを表している。普通の平面では、曲率は０にな

ることが知られおり、三角形の内角の和は二直角にな
る。

Q三角形の内部
=K dS -三角形の内角の和 p



第五公準とGauss・Bonnetの定理

平面の曲がり具合→Gauss・Bonnetの定理

Gauss・Bonnetの定理→三角形の内角の和

三角形の内角の和→第五公準

という関係が導かれる。

第五公準は曲がり具合を表していることがわか

り、第一公準から第四公準との違いはここにあ
る。



円盤モデル

このモデルは、ポアンカレ上半平面と同じモデ
ルを与える。

半径１の円の内部

計量は

ここで
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上半平面と円盤モデルの対応

上半平面の について を決め
ると は円盤の中に入る。

この規則を使うと
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計量の対応

を使って

を計算してみよう。次が成り立つ。
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まとめ

“長さ”とは、測り方で変わる。

測り方は一定ではない。これは、単位が変われば、数
値が変わることと同じである。

今回は、“長さ”という視点から第五公準から導かれる、

「三角形の内角の和は二直角である。」に焦点をあて
て、Riemann幾何学の代表的なモデルを紹介した。

次回以降には、射影幾何学などのRiemann幾何学の

ような“長さ”を用いない非Euclid幾何学の例も紹介し

ていく。
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